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1 Teorii reductibile de clasa I1

In teza este analizata problema abordarii ireductibile a teoriilor supuse numai la con-
strangeri de clasa II reductibile de un ordin arbitrar, dar finit. Abordarea ireductibila a
teoriilor supuse la constrangeri de clasa II reductibile de un ordin arbitrar implica par-
curgerea urmatorilor pasi:

e exprimarea parantezei Dirac pentru un sistem reductibil de clasa II in termenii unei
matrici inversabile;

e constructia, intr-un spatiu al fazelor largit, a unui sistem ireductibil de clasa II
echivalent cu cel reductibil original;

e deducerea parantezei Dirac pentru sistemul ireductibil obtinut anterior;

e demonstrarea egalitatii (slabe) dintre paranteza Dirac a sistemului reductibil original
si cea a sistemului ireductibil asociat;

e aplicarea rezultatelor obtinute pe modele de interes fizic.

Pentru o intelegere corespunzatoare a problemei analizate si a metodei utilizate, initial
au fost investigate cazurile de reductibilitate L = 2 si L = 3. Ulterior, a fost dezvoltat
cazul general al unui ordin de reductibilitate arbitrar dar finit.

1.1 Abordarea ireductibila a constrangerilor de clasa II reductibile
de ordinul doi

1.1.1 Constrangeri de clasa II reductibile de ordinul doi

Punctul de start il constituie un sistem descris local de N perechi canonice 2* = (¢', p;)
supus la constrangerile
Xao (29) = 0, ag =1, M. (1)

Presupunem ca functiile x,, nu sunt toate independente, ci exista niste functii nenule
Zo0si Z 1 astfel incat au loc relatiile

Zaaoxao = O, o = 1, Ml, (2)

1

ZaO;lZacio ~ O, Qg = 1, MQ, (3)

cu functiile Zg} independente.
Constrangerile (1) se numesc constrangeri de clasa II, daca orice subset maximal de
M = My — M; + M, functii independente x4 (A = 1,---, M) alese din setul x,, ne
conduce la faptul ca matricea
Ch = [xa x5l (4)

este inversabila.



In termenii constrangerilor independente, paranteza Dirac se scrie

[F, G = [F.G] = [F,xa] MP* [x5,G, (5)

unde M(Z)ABCJ(B% ~ 4.
Notam matricea parantezelor Poisson dintre functiile constrangerilor de clasa II cu

2
C 2 = [Xaor Xso)- (6)
Matricea C((y?ﬂo nu este inveritibila
ap(2)
Z 30 Caoﬁo ~ 0. (7)

Fie A2 niste functii care satisfac conditia
rang (Z2°ALY) = rang (DY) = My — Mo, (8)

introducem matricea M°% prin intermediul relatiei

M D = 0 - AR ®
cu M®@aBo — _ pf(2)Boao
Structura
[F, G = [F, G = [F. Xao) MP™% [x5,, G (10)

defineste aceeasi paranteza Dirac ca si (5) pe suprafata (1).
Pentru un set de constrangeri de clasa II reductibil de ordinul doi paranteza Dirac se
poate scrie in termenii unei matrice inversabile.

Teorema 1 Ezista o matrice inversabila p»*°™® astfel incat paranteza Dirac (10) ia

forma
[F’ G](2)* = [Fv G] - [F’ Xcvo] #(2)%50 [Xﬁm G] : (11)

pe suprafata (1).
Legatura dintre matricile M (®)@0f gj /(22080 egte de relatia

M(Z)aoﬁo ~ D/O\zgu@))\oangg. (12)

1.1.2 Sistemul intermediar

Introducem niste variabile suplimentare (y,,)
relatiile

on=1 M, CU parantezele Poisson date de

[yauyﬁl] = Wa, 6 - (13)

Consideram sistemul supus la constrangerile de clasa II reductibile de ordinul doi

Xao = 0, Yoy =~ 0. (14)
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Paranteza Dirac (in spatiul fazelor descris de coordonatele (2%, y,,)) corespunzatoare sis-
temului intermediar are expresia

[Fa G](2)* = [F> G] - [Fa Xao] /L(Q)QOBO [Xﬁm G]

Z?y

- [Fa yal] WA [yﬁlv G] . (15)

si coincide cu paranteza Dirac (in spatiul fazelor original) scrisa in termenii matricei
inversabile (2P0

[F,G)?  ~[FG%". (16)

Z7y

1.1.3 Sistemul ireductibil

Teorema 2 Exista un set de constrangeri (pe spatiul fazelor descris de coordonatele

(2, Yo ) ) 5 .
Xao = Xao + AohYar & 0, Xaz = Zg3Yay =0, (17)
cu urmatoarele proprietats
(i) ] ~
XOéO ~ O’ XO&Z ~ O @ XOZO ~ O’ yOél ~ O (18)
(i1) este de clasa II si ireductibil, adica matricea
CAA’ = [XAa XA’] ) (19)
este inversabila, unde Xa = (Xag, Xaz) -
Functiile Ag! sunt definite prin relatia

A2 = APret (20)

ag B

unde égll sunt elementele unei matrici inversabile.

Paranteza Dirac in raport cu setul de constrangeri de clasa II ireductibil are forma
concreta
[F7 G] o ired - [F7 G] - [F7 Xao] :U'(2)a0ﬁ0 [)2507 G] -
[F7 >~<ao] Z-nylo éZiwal)\l Aﬁ Df; [S(ﬁw G] -

[F7 )ZOQ] DijAgfwgl)\l é’)\nl Z:?lo bzﬁm G] -

[F, Xaw) DS AWM AR D2 [X5,, G - (21)

Teorema 3 Paranteza Dirac asociata setului ireductibil de constrangeri de clasa II coin-
cide cu cea a sistemului intermediar

[F.G)%| o~ [FG) (22)
ire 2,y
Combinand rezultatele (16) si (22) obtinem

[F.G)%" ~ [FG7| (23)




1.2 Generalizare la un ordin de reductibilitate arbitrar, L

1.2.1 Constrangeri de clasa II reductibile de un ordin arbitrar, L

Consideram un sistem de constrangeri de clasa II reductibile de un ordin arbitrar, L
Z5°Xae = 0, Zar 230 = 0,. ZGbZ52 =0, (24)

cu ap = 1, My pentru fiecare £k = 1, L. Presupunem ca functiile de reductibilitate de
ordin maxim (L), Zo ™", sunt toate independente. Numarul de constrangeri de clasa 1T

L
independente va fi egal cu M = > (=) M.
k=0
Paranteza Dirac in termenii a M functii independente x4, se scrie sub forma

[F,G]"™"* = [F,G] — [F, xa] MDAP [y, G, A=T1M, (25)

unde CE@M(L)BC ~ 69, cu CE@ = x4, XB]-
Matricea parantezelor Poisson dintre functiile care definesc constrangerile

L
C(ECO)BO = [Xa07 X,Bo] (26)
nu este inversabila datorita relatiilor Z3° Ca o5, ~ 0 avand rangul egal cu M.
Fie (Aak )k niste functii care satisfac relatiile
1,

L
rang (Zg:—lﬁng) = rang (D}*) Z )M, (27)

i=k
Ag’; ;Ag: = 0. (28)

Introducem o matrice antisimetrica, de elemente M W@5  prin relatia

CzﬁiﬁoM(L Bovo A D'yo =, Bo A,Bl Zﬂﬂlo7 (29)
astfel incat
[F’ G](L)* = [F’ G] - [F7 Xoco] M(L)OCOBO [XBO7 G] (30)

defineste aceeasi paranteza Dirac ca si (25) pe suprafata (1).
Paranteza Dirac pentru constrangerile de clasa II reductibile de ordinul L poate fi
exprimata in termenii unei matrici inversabile.

Teorema 4 Ezista o matrice inversabila, antisimetrica, %  astfel incat paranteza
Dirac (30) ia forma

[F7 G](L)* = [F, G] - [F’ Xao] N’(L)aOﬁo [X/J’m G] ) (31)
pe suprafata (1).
Legatura dintre matricile M0 gi (L)20fo este de relatia

M(L)aoﬁo ~ D/O\zgu(L)/\oongg_ (32)



1.2.2 Sistemul intermediar

Introducem variabilele suplimentare (?chzk +1) ,cuk =0, [%], avand paran-

] Qop41=1,Map 41
tezele Poisson

|:y041‘7 yﬁ]] = waiﬁj 51] (33)

Consideram sistemul supus la constrangerile reductibile de clasa 11

Xao A 0, (yoczkﬂ)k:@ ~ 0. (34)

Paranteza Dirac pe spatiul fazelor parametrizat local de variabilele (Zaa (yOé2k+1) ko[Ll])
=0,

are forma
(.07 = RG] = [Foxea % [, €
(5]
_ Z [F, ya%ﬂ} wa2k+152k+1 [yb,%ﬂ? G] ’ (35)
k=0

si coincide cu paranteza Dirac (in spatiul fazelor original) scrisa in termenii matricei
inversabile ji(L)20f0
~[F.G (36)

Y

(7, G

1.2.3 Sistemul ireductibil

Teorema 5 Exista un set de constrangeri (pe spatiul fazelor descris de coordonatele

(z“, (Yanesn) kz()’[Lzl]) )

-daca L este impar

Xao = Xao T Agéyal ~ 0, (37)
Y « (0% L
Xovap = Zaj;filyazkfl + Aagz+1ya2k+1 ~ 07 k= 17 [§‘|? (38)

-daca L este par

Xao = Xao + Agéym ~ 0, (39)
i . . L

XOéQk = Zaif_lyazk—l + Aa§:+1ya2k+1 ~ 07 k = ]-7 5 - 17 (40)
Xaw = Za; Wayy = 0; (41)

cu urmatoarele proprietats

(i)

()ZCKQk)kZO’[%] ~0 < (Xao ~ 0, (ya2k+1)k:0’[L—l] ~ 0) 3 (42)
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(ii) este de clasa II si ireductibil, adica matricea de elemente

Canr = [Xa, Xa'], (43)

este inversabila, unde Yo = ()Za%)k_m.
=03

Functiile A52*' de mai sus sunt definite de relatiile:
-daca L este impar

= L
AQL
A = A, k=0, 5] -1, (a4
Asp =A% D5 (45)
-daca L este par
= L
AL
A =Agneny, k=051 (46)
Elementele ég;’:ll determina o matrice inversabila, iar DgLL este inversa lui DS- = Zg; * APL

Paranteza Dirac in raport cu setul de constrangeri de clasa II ireductibil are forma
[F.G)""
[

~ A =8 -
B {[F7 Xazk] Zo2 ea%HWW%HIBQkﬂA N [Xﬁzk+2a G}

QoK1 V2k+1 Bak+1
=0

4 [F, Xa2k+2i| AG2k+2,02k+172h+1 é52k+1 Zﬁ% bzﬂ%’ G]

Qo)1 Yek+1 " Bok+1

+ [F, >~<a2k+2} wa2k+2/3’2k+2 [55521@4&7 G} } ) (47)

= [Fv G] - [Fa )Zoco] NJ(L)QOBO [5(507 G}

ired

-1

o[t

ol

Teorema 6 Paranteza Dirac asociata setului ireductibil de constrangeri de clasa II coin-
cide cu cea a sistemului intermediar

G|~ [RG" (48)
ire 2,y
Combinand rezultatele (36) si (48) obtinem

[F.G)"" ~ [RG"™) (49)
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